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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå èçâåñòíîé çàäà÷è Ôèáîíà÷÷è (1225 ã.). â êîòîðîé
òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó èç äâóõ êâàäðàòè÷íûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ðå-
øåíèå, ïðåäëîæåííîå ñàìèì Ôèáîíà÷÷è, áûëî óòåðÿíî. Ïðåäëîæåííûé àâòîðîì ñïî-
ñîá âïîëíå ìîã áûòü íàéäåí â òå âðåìåíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Ôèáîíà÷÷è.

Âåëè÷àéøèé ìàòåìàòèê ñðåäíåâåêîâüÿ
Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (1180�1240) ïî ïðîçâè-
ùó Ôèáîíà÷÷è ñâîèì òâîð÷åñòâîì îêàçàë
îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå àëãåáðû è
òåîðèè ÷èñåë. Îí æå îñòàâèë äëÿ ïîñëåäóþ-
ùèõ ïîêîëåíèé îäíó èíòåðåñíóþ çàäà÷ó-çà-
ãàäêó, êîòîðàÿ ïî÷òè 800 ëåò íå èìåëà ðåøå-
íèÿ â îáùåì âèäå.

Èñòîðèÿ ýòîé çàäà÷è òàêîâà. Ïðè áëåñ-
òÿùåì ñèöèëèéñêîì äâîðå èìïåðàòîðà Ñâÿ-
ùåííîé Ðèìñêîé èìïåðèè Ãåðìàíñêîé íàöèè
Ôðèäðèõà II Øòàóôåíà âìåñòî êðîâàâûõ ðû-
öàðñêèõ òóðíèðîâ óñòðàèâàëèñü íàó÷íûå
äèñïóòû. Íà îäíîì èç ýòèõ íàó÷íûõ òóðíè-
ðîâ ïðèäâîðíûé ìàãèñòð è ôèëîñîô Èîàíí
Ïàëåðìñêèé ïðåäëîæèë Ëåîíàðäî Ïèçàíñ-
êîìó äâå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è:

I. Íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ:
x3 + 2õ2 + 10õ = 20.
II. Íàéòè ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé:
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 ïðè a = 5.

Ðåøèòü ñðàçó ýòè çàäà÷è Ôèáîíà÷÷è íå
ñìîã. Ïîòðàòèâ ìíîãî âðåìåíè, îí îïóáëè-
êîâàë ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ â äâóõ êíèãàõ:
ïåðâîé çàäà÷è  � â êíèãå «Öâåòîê» è âòî-
ðîé � â « Êíèãå êâàäðàòîâ» ( 1225 ã.).

Íàñ èíòåðåñóåò âòîðàÿ çàäà÷à. Ê ñîæàëå-
íèþ, «Êíèãà êâàäðàòîâ» èñ÷åçëà â êîíöå
XIX âåêà, (èçäàíà òèïîãðàôñêèì ñïîñîáîì
â 1862 ã.) è óñòàíîâèòü ñïîñîá ðåøåíèÿ äàí-
íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñàìèì Ôèáîíà÷÷è
ÿ  íå ñìîã. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî âåëèêèé Ëå-
îíàðäî ýòó ñèñòåìó ïðè à = 5 ðåøèë.
Åãî îòâåòû òàêîâû:

z = 31/12;  õ = 41/12;  ó = 49/12.

Îáî âñ¸ì ýòîì ÿ óçíàë îñåíüþ 1973 ã.
ß òîãäà ó÷èëñÿ â Ëåíèíãðàäñêîì èíñòèòóòå
Çàâîä-Âòóç ïðè ËÌÇ. Íà ââîäíîé ëåêöèè ïî
êóðñó «Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà» ïðåïîäà-
âàòåëü, ãîâîðÿ, ÷òî åù¸ íå âñå çàäà÷è ìîãóò
áûòü ðåøåíû ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, ïðèâ¸ë ïðè-
ìåð ýòîé ñòàðèííîé çàäà÷è Ôèáîíà÷÷è, äàë
ïðèâåä¸ííûå âûøå îòâåòû ïðè à = 5. Îí ñêà-
çàë, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðè äðóãèõ
çíà÷åíèÿõ à íå íàéäåíû (îá ýòîì æå, êðîìå
çíà÷åíèé  õ, ó, z  ïðè à = 5, ìîæíî ïðî÷åñòü â
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ýíöèêëîïåäèè äëÿ äåòåé. Ìàòåìàòèêà. Ò. 11.
Ì.: «Àâàíòà+», 2002. C. 75�77).

È òîãäà ÿ çàõîòåë ðåøèòü äàííóþ ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé â îáùåì âèäå. Ïî÷òè 8 ìåñÿ-
öåâ íàïðÿæ¸ííûõ ïîèñêîâ ðåøåíèÿ, ãäå ÿ
èñïîëüçîâàë èçâåñòíûå ìíå ìåòîäû àëãåá-
ðû è ãåîìåòðèè, íè ê ÷åìó íå ïðèâåëè.

È âäðóã ñëó÷èëîñü ÷óäî. ß â î÷åðåäíîé
ðàç îáäóìûâàë ðåøåíèå. Íåîæèäàííî, âíå
âñÿêîé ñâÿçè ñ ìîèìè ðàññóæäåíèÿìè, â
ìîåé ãîëîâå ïîÿâèëèñü äâå ôîðìóëû çàâè-
ñèìîñòåé  x  è  a  îò ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà n.
ß áûñòðî çàïèñàë ïîëó÷åííûå ôîðìóëû è
ïîïðîáîâàë îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ  x, y, z  è  a,
ïîäñòàâëÿÿ ðàçëè÷íûå ðàöèîíàëüíûå çíà÷å-
íèÿ n. Âñ¸ ïîëó÷àëîñü! Òóò æå íàøëèñü è
îòâåòû Ôèáîíà÷÷è.

Â íà÷àëå 80-õ ïî ìîåé ïðîñüáå áûëà ñî-
ñòàâëåíà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ, êîòîðàÿ ñî-
ñ÷èòàëà âåëè÷èíû  x, y, z  è  a  ïðè çíà÷åíèÿõ
n îò 2 äî 200. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ çàäà-
÷è âûïîëíÿëèñü. Íî îòñóòñòâèå ìàòåìàòè-
÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó íåèçâåñòíî îòêóäà âçÿâ-
øèìñÿ ðåøåíèåì è ñèñòåìîé óðàâíåíèé íå
ïîçâîëÿëî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå ïðàâèëü-
íîå.

 Èíòåðåñíî, ÷òî îáðàòèâøèñü òîãäà çà
ïîìîùüþ ê çíàêîìîìó êàíäèäàòó ìàòåìàòè-
÷åñêèõ íàóê, ÿ ïîëó÷èë îòâåò: «Ðåøåíèå ïî-
äîáíûõ çàäà÷ � ýòî ïðÿìîé ïóòü â ñóìàñøåä-
øèé äîì». Êàê ÿ íè áèëñÿ, íàéòè ìàòåìàòè-
÷åñêèé âûâîä íå óäàâàëîñü. È ÿ çàáðîñèë
ëèñòû ñ ìîèìè ðàñ÷¸òàìè íà äàëüíþþ ïîë-
êó íà äîëãèå äâàäöàòü ëåò.

È ïðîèçîøëî åù¸ îäíî ÷óäî. Ïÿòü ëåò
íàçàä, ñëó÷àéíî íàòêíóâøèñü íà ñâîè çàïè-
ñè, ÿ ïîïðîáîâàë åù¸ ðàç. Íåîæèäàííî ìà-
òåìàòè÷åñêèé âûâîä ñëîæèëñÿ! È îïÿòü ÿ
îòëîæèë çàäà÷ó Ôèáîíà÷÷è, áûëî íå äî ýòî-
ãî. Íî ñåé÷àñ, êîãäà ìî¸ âðåìÿ ðåçêî ñæà-
ëîñü, ÿ ðåøèëñÿ îïóáëèêîâàòü ðåøåíèå.

Òàê êàê  à  ìîæåò áûòü ëþáûì ðàöèî-
íàëüíûì ÷èñëîì, ÿ ïðåäïîëîæèë, ÷òî ïóñòü
îíî áóäåò ïðîèçâåäåíèåì òð¸õ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå ïðå-
äûäóùåãî íà åäèíèöó. Èëè â âèäå ôîðìóëû:

(n � 1) n (n + 1) = à

ïðè ëþáîì ðàöèîíàëüíîì n > 1.

Ðàñêðîåì ñêîáêè:

n3 � n2 + n2 � n = a

(â äàëüíåéøåì ïðè ðàñ÷¸òà õ óäîáíåå
ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé  n3 � n = à).

Äîáàâèì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ± n
è ±1:

n3 + n + n2 + 1 � n2 � 2n � 1 = à.

Ïåðâûå äâå ïàðû ÷èñåë óìíîæèì è ðàç-
äåëèì íà äâà, à èç ïåðâîé ïàðû åù¸ è âûíå-
ñåì çà ñêîáêè  n:
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Îáîçíà÷èì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

2
1

2 += n
x  è âñòàâèì â óðàâíåíèå (ýòà ôîð-

ìóëà è  n3� n = à  ìíå ïðèøëè â ãîëîâó â
äàë¸êèå ñòóäåí÷åñêèå ãîäû ïî÷òè 40 ëåò íà-
çàä):

2õn + 2õ � n2 � 2n � 1 = à.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå òðè ÷èñëà ýòî
êâàäðàò ñóììû, à èç ïåðâîé ïàðû âûíåñåì
çà ñêîáêè 2õ:

2õ(n + 1) � (n + 1)2 = à.

Äîáàâèì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ±õ2 è
óìíîæèì îáå ÷àñòè íà �1:

x2 � 2õ (n + 1) + (n + 1)2 � õ2 = �à.

Ïåðâûå òðè ÷èñëà ýòî êâàäðàò ðàçíîñòè,
à îñòàâøèåñÿ � õ2 è � à ïåðåíåñ¸ì â ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû óðàâíåíèÿ:

[x � (n +1]2 + a = x2.

 Îáîçíà÷èì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî â ñêîá-
êàõ çíà÷åíèåì z, òîãäà:

z2 + a = x2 èëè x2� a = z2.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïîëó÷èëîñü.
Òåïåðü âîçüì¸ìñÿ çà ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñ-
òåìû, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ïî÷òè àíàëîãè÷íî.

Çàïèñûâàåì òó æå ôîðìóëó çíà÷åíèÿ à:

(n � 1) n (n +1) = a   ïðè n > 1.

Ðàñêðûâàåì ñêîáêè:

n3� n2 + n2� n = à.

Äîáàâëÿåì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ±n
è ±1:

n3 + n � n2 � 1 + n2 �2n + 1 = à.

Ïåðâûå äâå ïàðû óìíîæàåì è äåëèì íà



Ôåðøòìàí Â.Ñ.

44 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ  ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ  Â  ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ.  ¹ 5,  2012  ã.

äâà, à èç ïåðâîé ïàðû âûíîñèì çà ñêîáêè n:
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Îáîçíà÷àåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî

2
1

2 += n
x   è âñòàâëÿåì â óðàâíåíèå.

Òàêæå çàìå÷àåì, ÷òî ïîñëåäíèå òðè ÷èñ-
ëà ýòî êâàäðàò ðàçíèöû, òîãäà:

2nõ � 2õ + (n�1)2 = à

èëè

2õ(n �1) + (n �1)2 = à.

Äîáàâëÿåì â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ±õ2.

x2 + 2õ(n � 1) + (n�1)2 � õ2 = à.

Ïåðâûå òðè ÷èñëà ýòî êâàäðàò ñóììû, à
çíà÷åíèÿ  õ  è  à  ïåðåíîñèì â ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

(õ + n �1)2 � à = õ2.

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå  â ñêîáêàõ áóê-
âîé  y:

y2 � a = x2  èëè  x2 + a = y2
.

Âûøëî è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Íà
îñíîâàíèè ïðîèçâåä¸ííûõ âûêëàäîê íàõî-
äèì ôîðìóëû çàâèñèìîñòåé  y  è  z îò n, ïî-
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a = n3� n;

êîãäà n > 1, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, êàê
öåëîå, òàê è äðîáíîå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäó ïåðâûå 10
ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ôèáîíà÷÷è ïðè
çíà÷åíèÿõ  n îò  2 äî 11 (ñì. òàáë. 1).

Èç ýòîé òàáëèöû îñîáåííî èíòåðåñåí
ñòîëáåö çíà÷åíèé ïðè  n = 9. Çàïèøåì ýòè
çíà÷åíèÿ â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ôèáî-
íà÷÷è:
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Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè äâóõ óðàâíåíèé ñèñ-
òåìû íà 144 (à ýòî 122).
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Âîò è îòâåòû, íàéäåííûå ñàìèì Ëåîíàð-
äî Ïèçàíñêèì.

Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî äåëÿ èëè
óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ êîíêðåòíûõ
çíà÷åíèé íà êâàäðàòû ÷èñåë, ìû ñìîæåì
ïîëó÷àòü è íîâûå ðÿäû ðàöèîíàëüíûõ ðåøå-
íèé.

Èòàê, íàéäåííûå ìíîþ ðàöèîíàëüíûå
ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ëåîíàðäî Ïè-
çàíñêîãî Ôèáîíà÷÷è â çàâèñèìîñòè îò ðà-
öèîíàëüíîãî ÷èñëà n > 1 òàêîâû:

 a = n3 � n,
2

)1(
2 += n

x ,

1
2

)1(
2

−+= n
y , 1

2
)1(

2

−−= n
z .

y 3,5 7 11,5 17 23,5 31 39,5 49 59,5 71 

z �0,5 1 3,5 7 11,5 17 23,5 31 39,5 49 

x 2,5 5 8,5 13 18,5 25 32,5 41 50,5 61 

a 6 24 60 120 210 336 504 720 990 1320 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Òàáë. 1
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Abstract

The author gives a solution of a known Fibonacci problem (1225) how to find a rational
solution of two quadratic equations with two variables. The solution proposed by Fibonacci
himself was lost. The method proposed here could be found in Fibonacci's time.

Keywords: Fibonacci problem.
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Ìîé ïðèìåð ëèøíèé ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî òÿíóòü ñ ïóáëèêàöèåé â íàøå âðåìÿ ðåçêî óñêîðèâ-
øåãîñÿ ïðîãðåññà íåëüçÿ. Ðåøåíèå Íèêèôîðîâà äàåò  íåñêîëüêî çíà÷åíèé  x, y, z  ïðè îäíîì
çíà÷åíèè a, íî çàòî ìîå ðåøåíèå ïðîùå è ëåã÷å äëÿ ïîíèìàíèÿ. Îáà ðåøåíèÿ äàþò íå ïðÿ-
ìóþ çàâèñèìîñòü èñêîìûõ  x, y, z  îò  a, à òîëüêî ïðè ïåðåñ÷¸òå ÷åðåç ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî  n.


